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第8章 特征值和特征向量
M AT L A B中的命令计算特征值和特征向量很方便，可以得到不同的子结果和分解，这在

线性代数教学时很有用。注意，本章中的命令只能对二维矩阵操作。

8.1   特征值和特征向量的计算

假设A是一个m×n的矩阵，A的特征值问题就是找到方程组的解：

其中λ是一个标量， x是一个长度为 n的列向量。标量λ是A的特征值，x是相对应的特征向

量。对于实数矩阵A来说，特征值和特征向量可能是复数。一个 n×n的矩阵有n个特征值，表

示为λ1，λ2，. . .，λn。

M AT L A B中用命令e i g来确定矩阵A的特征值和特征向量。特征向量的规格化，就是每个

特征向量的欧几里得范数为 1；参见7 . 6节。

命令e i g自动完成对矩阵A的平衡化。这就要求M AT L A B找出一个相似变换矩阵Q，满足

条件 。求 的特征值比求A的特征值条件更好些。万一 A有一个和机器错误大小一

样的元素，平衡化对于计算过程是没有好处的。带有参数 n o b a l a n c e的命令e i g可用来计算

没有这个变换矩阵的特征值和特征向量。

命令集7 9 特征值和特征向量

e i g ( A ) 求包含矩阵A的特征值的向量。

[ X , D ] = e i g ( A ) 产生一个矩阵 A的特征值在对角线上的对角矩阵 D和矩阵

X，它们的列是相应的特征向量，满足 A X=X D。为了得到

有更好条件特征值的矩阵要进行相似变换。

[ X , D ] = 不经过平衡处理求得矩阵A的特征值和特征向量，也就是

e i g ( A , ’ n o b a l a n c e ’ ) 不进行平衡相似变换。

b a l a n c e ( A ) 求平衡矩阵。

[ T , B ] = b a l a n c e ( A ) 找到一个相似变换矩阵T和矩阵B，使得它们满足B=T－1AT。

B是用命令b a l a n c e求得的平衡矩阵。

e i g s ( A ) 返回一个由矩阵 A的部分特征值组成的向量，和命令 e i g

一样，但是不返回全部的特征值。如果不带有参量，则计

算出最大的特征值。当计算所有特征值时，如果矩阵 A的

秩不小于6，则计算出6个特征值来。

e i g s ( f , n ) 求出矩阵A的部分特征值。在使用一个矩阵列的线性运算

符时，字符串 f中包含的是M文件的文件名， n指定问题的

阶次。用这种方法来求特征值比开始就用运算符来求要快。



e i g s ( A ,B , k , s i g m a) 求矩阵A的部分特征值，矩阵B的大小和A相同；如果没有

给出B= e y e ( s i z e ( A ) )，那么k就是要计算的特征值的个数；

如果k没有给出，就用小于6的数或者A的秩；变量 s i g m a是

一个实数或者复数的移位参数，或者下列文本字符串中的

一个，文本字符串指明需要的是哪种特征值：

‘l m’最大的特征值 (缺省)

‘s m’最小的特征值

‘l r’最大的实数部分

‘s r’最小的实数部分

‘b e’同时求得最大和最小的实数部分

c o n d e i g ( A ) 返回一个由矩阵A的特征值条件数组成的向量。

[ V , D , s ] = c o n d e i g ( A ) 返回[ V , D ] = e i g ( A )和s = c o n d e i g ( A )。

如果A是实数矩阵，M AT L A B在计算中用Q R因式分解；否则用Q Z因式分解。

左特征向量是满足下面条件的非零行向量 y：

y A =λy

如果用命令e i g对A′作用，也可以计算出左特征向量，因为：

这里的撇号 '代表矩阵的转置和共轭复数 (见3 . 4节)， 上的短杠表示共轭复数。矩阵特征值

的集合称为矩阵的谱，谱半径 ( A )定义为m a x ( a b s ( e i g ( A ) ) )。矩阵A的特征值的乘积等于

d e t ( A )，和等于t r a c e ( A )，这是矩阵A主对角线上元素的和。

如果X一个列向量为A的特征向量的矩阵，并且它的秩为 n，那么特征向量线性无关。如

果不是这样，则称矩阵为缺陷阵。如果 X ' X=I，则特征向量正交，这对于对称矩阵是成立的。

■ 例8 . 1

矩阵A定义为：

(a) 运行命令[ E v e c t , E v a l u e ] = e i g ( A )，得到结果为：

可知特征值都是非零数，矩阵是满秩的，可以用 t h e r a n k = r a n k ( E v e c t )来确认：
t h e r a n k =

3
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令M = E v e c t '*E v e c t得：

可知特征向量没有相互正交。

给出结果为：

可知行列式等于特征值的积。

结果为：

可知矩阵的迹等于特征值的和。

如果矩阵A是实数矩阵，但是有复数特征值，那么这些特征值是以共轭复数的形式出现的。

如果[ X , D ] = e i g ( A )，可以用命令c d f 2 r d f将矩阵D转换为一个实数块对角矩阵。在对角线

上用一个2×2实数块代替共轭复数对。

命令集8 0 复对角矩阵变成实对角矩阵

[ Y , E ] = c d f 2 r d f ( X , D ) 将复对角矩阵D变成实对角矩阵E，Y的列不是A的特征向量。

■ 例8 . 2

假设矩阵A为：

则运行[ X , D ] = e i g ( A )可得：
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X和D都是复数矩阵，运行命令：[ Y , E ] = c d f 2 r d f ( X , D )，结果为：

所得的矩阵E正好是A矩阵。

注意 特征向量是特征多项式d e t (λI－A) = 0的根，其中I是单位矩阵。用命令p o l y来求

特征多项式，参见11 . 1节。命令r o o t s也可求得特征值，但是用命令 e i g求得的特征

值更准确，精度更高。

广义特征值问题就是找到方程组A x=λB x的重要解，其中B也是一个n×n的矩阵。λ值和向
量x分别称为广义特征值和广义特征向量。

如果B是一个奇异矩阵，则用Q Z算法来求解。

标准和广义特征值问题都属于矩阵多项式特征问题，都可以用命令p o l y e i g来求它们的解。

命令集8 1 广义特征值和广义特征向量

e i g ( A , B ) 返回一个含有广义特征值的向量，A和B都是方阵。

[ X , D ] = e i g ( A , B ) 返回一个对角线上为广义特征值的对角矩阵 D和矩阵X，

X的列是相对应的特征向量，因此有A X=B X D。

[ X , v ] = 给出度为k的特征问题(A0+λA1+λA2+ . . . +λkAk)x = 0的特征值和

p o l y e i g ( A 0 , A 1 , . . . , 特征向量。向量v的长度为n k，包含有特征值；n×nk的矩阵

A K ) X的列是特征向量。如果有 A0=A和A1=－I，那么这就是标

准特征值问题。

为了检查特征值的条件或者它的敏感性，可以计算出条件数 c o n d (X) = | |X|| ||X－1| |，矩阵X

的列是A的特征向量。条件数大表示坏条件，也就是对扰动很敏感。

为了检查特征向量的条件或者它的敏感性可以查看特征值，多个重复的特征值或者特征

值彼此相差很小就表示是坏条件问题。

■ 例8 . 3

假设：

运行命令[XX, DD]=eig(A)，结果为：
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显然两个特征向量，列2和列3是复数。

从上可以看出特征值为 2，2 . 0 1，3，3和4，可以知道这个特征值问题是一个坏条件问题。

输入b a d M a t r i x = c o n d ( X X )可求得条件数：

将这个数和例8 . 2中矩阵的特征值条件数n i c e M a t r i x = c o n d ( X )比较：

它们是不同的。

8.2   上海森伯形式、Q R和Q Z因式分解

如果只求特征值和特征向量，推荐用上一节中提到的方法。然而，有时要求更详细了解

计算过程，可用在这一节和下一节中定义的命令来满足这样的要求。

如果矩阵H的第一子对角线下元素都是零，则它是一个上海森伯(H e s s e n b e r g)矩阵。如果矩阵是

对称矩阵，则它的海森伯形式是对角三角阵。M AT L A B可以通过相似变换将矩阵变换成这种形式。

命令集8 2 上海森伯形式

h e s s ( A ) 返回矩阵A的上海森伯形式。

[ P , H ] = h e s s ( A ) 返回一个酉矩阵P和上海森伯矩阵H，使A=P H P 和́P P´ =I。

在M AT L A B中，Q R算法是计算矩阵所有特征值的一种有效的数学方法，也可以用命令

e i g来求。在用这种方法时，建议将矩阵转换成相似的上海森伯形式，参见例 8 . 4。

Q R算法是基于Q R因式分解的一种算法，每个m×n的矩阵A可以表示成：

A = Q R

其中Q是一个m×m的酉矩阵，R是一个m×n的上三角矩阵。如果A是一个方阵，R也还是

这样的一个矩阵。当用命令q r时，会返回矩阵Q和R，也可参见例7 . 7。

命令集8 3 Q R因式分解

[ Q , R ] = q r ( A ) 产生一个m×m的酉矩阵Q和一个m×n的上三角矩阵
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R，使得A=Q R。

[ Q , R , P ] = q r ( A ) 产生一个大小为m×m、列正交的酉矩阵Q，一个对角

线元素递减的m×n的上三角矩阵R和一个置换矩阵 P，

使得A P=Q R。

[ Q , R ] = q r i n s e r t 由于在矩阵A的j列后插入一个额外的列b而得到新的

( Q , R , j , b ) Q R因式分解，Q和R是对矩阵A进行Q R因式分解得到

的矩阵。如果 j=n+ 1，那么b就插入在矩阵 A的最后一

列。

[ Q , R ] = 由于去掉矩阵A的第j列而得到新的Q R分解，Q和R是

q r d e l e t e ( Q , R , j ) 对矩阵A进行Q R分解得到的矩阵。

[ Q 1 , R 1 ]= 给出A+x y´的Q R分解，也就是用秩为1的矩阵改变A的

q r u p d a t e ( Q , R , x , y ) Q R分解。

如果A是上海森伯矩阵，则Q也是一样。对于Q R算法，下面给出一些简短的描述：

Q R算法：

1) 令A0=A，k= 0；

2) 找到Ak的分解：Ak=QkRk；

3) 迭代计算下一个矩阵：Ak + 1=QkRk，令k=k+ 1；

4) 返回到2。

这种方法也称为不移位的 Q R方法，就是在某种约定下逼近于上三角矩阵。因为所有的矩

阵Ak和A0=A相似，所以有和原始矩阵相同的特征值，即最后的上三角矩阵的对角线元素就是

A的特征值。

如果矩阵一开始就转换成有接近一半元素是零的上海森伯形式，就可以减少可观的计算

步骤。Q R方法作为M AT L A B的一个内建函数，为了加快逼近速度也可进行移位。

■ 例8 . 4

用不移位的Q R因式分解算法，计算例8 . 1中矩阵A的特征值

正确的特征值为λ1= 1 0，λ2= 4和λ3=－6。

第1步：

返回得到：

第2步：[Q1, R1]=qr(A1) ；A 2 = R 1*Q 1，得到：
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在计算开始时，看不出要逼近什么样的矩阵。但是在计算了 1 0步以后，就可看出主对角

线以下的元素较小。

结果为：

注意，在整个计算过程中一直保留着上海森伯形式。

上例中的迭代过程可用M AT L A B的内建编程语言简明地写出。在 1 2 . 2节中有相关的例子。

Q Z算法是用来计算复数矩阵的复数特征向量对和广义特征值的。在 M AT L A B中，依据下

面的命令集8 4来调用命令q z。

命令集8 4 Q Z算法

[ C , D , Q , Z , V ]= 得到对角线元素是广义特征值的上三角矩阵C、D和广义特征向量矩阵V。

q z ( A , B ) 矩阵Q和Z是变换矩阵，使得Q A Z=C和Q B Z=D。

Q Z方法是基于Q Z分解的方法。

8.3   舒尔分解和奇异值分解

如果A是一个方阵，则有一个这样的酉矩阵 U，使得：

其中T是上三角矩阵。这是一个相似变换，因此矩阵 A和T有相同的特征值。因为T是一个

对角矩阵，因此其对角线元素就是它的特征值。

如果A是实数矩阵且对称，那么T有对角形式，U的列就是A的特征向量。

如果A是实数矩阵，但是有复数特征值，那么T就是一个复数矩阵。为了避免复杂的计算，

用2×2的实数矩阵来代表每一对共轭复数特征值，参见例 8 . 2。这样T就是一个块三角实数矩

阵。M AT L A B中用命令s c h u r来进行实数和复数矩阵A的舒尔分解。

如果A是实数矩阵，那么s c h u r ( A )返回实数的舒尔形式，但是如果 A是复数矩阵，则给

出复数形式。它们的差别在于实数形式中在对角线上用 2×2的矩阵块来表示共轭复数特征值

对，而复数形式给出的对角线元素是复数。函数 r s f 2 c s f可以将实数形式转换成复数形式。

命令集8 5 舒尔分解

s c h u r ( A ) 给出矩阵A的舒尔分解，也就是如上所述的矩阵 T。

[ U , T ] = s c h u r ( A ) 给出矩阵A的舒尔分解和一个酉矩阵U，使得A=U T U´。

[ V , S ] = r s f 2 c s f ( U , T ) 将实数舒尔形式矩阵U和T转变成复数舒尔形式矩阵V和S。
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■ 例8 . 5

将A 1，A 2，A 3定义为：

运行的命令为：

结果为：

因为有复数特征值，所以可以看出矩阵 S c h 3不是一个上三角矩阵。为了验证一下可以输

入：[ V , S ] = r s f 2 c s f ( U , S c h 3 )，得到：

这里的特征值是 i和－i。

M AT L A B还可以计算奇异值分解，即 S V D和矩阵的奇异值。这些数都是非负数，在某种

特定情况下，它们和矩阵的特征值相同。命令 s v d s和命令e i g s相似，也返回一些奇异值。

命令集8 6 S V D分解

s v d ( A ) 返回一个包含矩阵A奇异值的向量。

[ U , S , V ] = s v d ( A ) 返回一个对角矩阵 S和大小分别为m×m和n×n的酉矩

阵U和V，矩阵S的大小和A相同，也是m×n的，而且

奇异值在矩阵的对角线上。奇异值是非负数且按降序
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排列。这些矩阵满足A=U S V′和U′AV=S。

[ U , S , V ] = s v d ( A , 0 ) 得到一个“有效大小”的分解，只计算出矩阵 U的前n

列。矩阵S的大小为n×n。

s v d s ( A , k ,0) 计算出k个最大的奇异值和相应矩阵A的向量。如果k没

有给出，则缺省值为 5。如果 0作为最后一个参量值，

则计算最小值；否则计算最大值。

g s v d ( A ) 给出广义奇异分解，参见g s v d的帮助可得更多相关信息。

在M AT L A B中，矩阵A的伪逆可以用命令 p i n v ( A )来求，也可用S V D分解来求矩阵的伪逆，

参见7 . 1节。

如果s i是奇异值，那么 和c o n d ( A ) =s1/sn，其中 s n是最

小奇异值。对于非奇异矩阵和满秩的长方形矩阵 (m>n)，最后一个表达式都成立。

■ 例8 . 6

假设矩阵A，B：

(a) 求奇异值分解：
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可以看出矩阵A和B有两个非零的奇异值，也就是它们的秩为 2。

(b) 这些矩阵的逆是没有办法求的，但是伪逆可以用 P s e u d o A = p i n v ( A )和

P s e u d o B = p i n v ( B )来求：

(c) 矩阵A和B的范数和条件数为：

可以看出欧几里得范数等于最大奇异值，条件数等于 s1/sn。
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